Les espaces vectoriels
M4 - Chapitre 1

I. Définitions

E ensemble
Eev.o |+lcideEtq.(E,+) groupe commutatif (V (u,v) € E?, u+veE, 0€E)
X l.c.e.de (R,E) dans E (V(q,u) ERXE, au€k)

FcE

Fests.e.v.de E (:){
F estune.v.

II. Les combinaisons linéaires

1. Définition

Lac.l.de v, ...v, avecles coefs a; ...ay est : a;v;

-

=1

2. Espace engendré

L'espace engendré par les vecteurs vy ... v noté Vect(vy, ..., vy) est I'ensemble des combinaisons
linéaires des vecteurs v; ...vg. C'estuns.e.v.de E.

IIl. Les opérations sur les sous espaces vectoriels

Soient F, G deux s.e.v.de E

e FUGDpass.e.v.

e FNGs.e.v.

e F+G={s€E|3(mv)EFXG s=u+v}
F+G=E
FNG=0

. FGBG=E=>FetGensommedirecte=){

IV. Familles
1. Deéfinitions
Soit F = (vy, ..., V)

k
F estgénératricede E & Toutvecteurde E estc.l.de F & Vu€eEu= Z a;v;
i=1
k
F estlibre <  Unec.l.nulle de F a des coefsnuls | & Z aiv;=0=>a; =0
i=1
F estliée <  F non libre
2. Propriétés
Soient F une famille, L une famille libre, G une famille génératrice

e Flibre et génératrice de E & F basede E
e Fc L= Flbre
e G c F = F génératrice
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V. Dimension d’'un espace vectoriel
1. Définition
Si E peut étre engendrée par un nombre fini de vecteurs, alors deux bases de E ont le méme
nombre de vecteurs. Ce nombre est la dimension de E.

2. Propriétés

Soient E une.v. telquedimE = n,
L = (eq, ..., e) famille libre, G = (el, ) eg) famille génératrice

e Une famille libre a au plus n éléments [<n
e Une famille génératrice a au moins n éléments g=n
e Une famille libre ou génératrice de n éléments est une base l =g =n= base

3. Théoreme de la base incomplete

dimE =n } N On peut compléter F pour avoir une base de E
F = (eq, ..., €) libre On compléte Favec F' = (€141, -, €n)

Propriétés :

o dimF =1

o dimF' ' =n-1
e FnF' ={0}
e FO®F =E  FetF sontsupplémentaires

} = dimF +dimF = dimE

4. Autres propriétés

FcE

dimF = dimE} =F=E

|dim(4 + B) = dim A4 + dim B — dim(A N B)|
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